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Das Analogon zur :Funktion + (x) in einem zu vor- 
gegebenen Primzahlen teilerfremden Zahlensystem. 
Von A. Axer in Wien. 
Geht man yon der Auffassung der natiirlichen Zahlenreihe 
~ls multiplikativen Erzeugnisses der natiirlichen Primzahlen und 
der natiirlichen Einheit aus und denkt nun gewisse Primzahlen p,. 
yon der Teilnahme an der genannten Zahlenerzeugung ausge- 
schlossen~ so wird das alsdann hervorgehende System der s/~mt- 
lichen zu P~-. fits: teilerfi'emden Zahlen~ das im folgenden kurz 
mit (P) bezeichnet sei~ immer noeh eine Gruppe in Bezug auf 
multiplikative Elementenverknfipfung, wenn aueh keinen Modul 
mehr bilden. Daher werden voraussiehtlieh zu all denjenigen Tat- 
sachen und Betraehtungen der natfirlichen Arithmetik~ welche einzig 
auf multiplikativen Eigenschaften der Zahloi1 beruhen oder auf 
solche hinzielen~ sieh ganz entsprechende~ fiir ein beliebiges Zahlen- 
system (P)gtiltige Korrelate aufstellen lassen. Das Studium der 
letzteren kSnnte an sich sowohl~ wie aueh w.egen eventueller 
Zusammenhange mit Fragen der Primzahlenverteilung vielteieht 
einiges Interesse bieten.l) 
Von den zahlreichen einschl~igigen Untersuchungsobjekten 
wird in den vorliegenden Zeilen ein einziges~ das Analogon zur 
E u I e r- G a u f~ schen ~ - Funktion~ nach einigen Richtungen bin er- 
5rtert. Dasselbe, hier mit ~0~ (x) bezeiehnet~ ist nur s dis in (P) 
enthaltenen Argumentwert% und zwar als die Anzahl der in (P) 
vorhandenen~ zu x teilerfremden Zahlen _ < x zu definieren. P wird 
dabei Ms endlich vorausgesetzt ~) und auc-h des Wertes 1~ der dem 
natiirlichen Zahlensystem entspricht~ fahig gedacht. 
In den I~ummern 1 3 werden unten rein arithmetisehe For- 
meln fiir ~0 e(x) aufgestellt~ die Nummern 4"10  suehen den Verlauf 
1) Selbstverst~ndllch ki~nnte (P) in obigem Sinne ft~r ein beHeblges natfir- 
liches P definiert werden; doch darf eben P ohne Besehr/inkung der Allgemein- 
heir als quadratfrei vorausgesetzt werden. 
2) Die Formeln in den Nummern 1,~ 2., 3, unten behalten iibrlgens auch bei 
unbegrenzter Anzahl der oberw~hnten ausgeschlossenen Primzahlen Pi Sinn und 
Giiltigkeit. Hingegen diirften die weiterhin er~rterten Fragen in diesem Falle 
eine andere~ etwas tiefer gehende Behandlung erheischen~ - -  worauf ieh eventuell 
an anderer Stelle zuriickkommen will. 
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diesor Funktion~ wie aach gewisser mit ihr zusammenhiingender 
GrS$en dutch asymptotisehe Gesetze zu beleuehten. Zum Tell 
-handelt es sieh dabei um Fragen: die aueh in (P )~(1)  bisher 
nieht aufgeworfen wurden~ bezw. tiberhaupt erst ffir ein allge- 
meines (P) anftauehen. 1) 
Im folgenden deute ~ oder ~ wie fiblich~ die Summation 
fiber alle natfirliehen Toiler yon n an. H bedeute jeweils ein fiber 
pin 
a|le versehiedenen Primfaktoren p yon n~ H ein fiber file Prim- 
zahlen p<n~ H endlieh ein fiber die si~mtlic~en~ ~hrer Griifie naeh 
p 
geordnet gedachten Primzahlen zu erstreekendes Produkt. 
Ein eventuelles Symbol (N) fiber H oder-X ktindige jedesmal 
den Aussehlufi derjenigen Werte des Prodaktbildungs-, bezw. Sam- 
mationsbuehstaben an~welehe mit der natfirliehen Zahl N einen Teiler 
(N) 
1 gemein haben. Ebenso deute lim den Grenzfibergang nur fiber 
die zu N teilerfremden, unbegrenzt wachsenden attirlieben x an. 
1. Ftir die Funktion ~e (x) gelten zuniiehst die zwei g r u n d- 
legenden Re la t ionen:  
ix] ~ (x) ~ ~ (~) ~ ~ (a) ~ , (1) 
d x 6p  
dz ~2 
die vorlaufig als Korrelate za den Formeln 
dx ~ 
anzusehen sind. 
Un4 zwar ist (1) ein Spezialfall der bekannten~ im folgenclen 
noah mehrmals anzuwendenden Formal: 
/ (k) ~) = ~ ~ (d) ~ / (~ d) ~ (3) 
die letztere liefert ni~mlieh ffir f (k )  =-: 1: m--~x~ N~Px:  
tit) x 
1) Solches ware insbesondere yon den Nummern 5. 7. 10. zu aagen. 
~) ~ ist bier wie im folgenden im Sinne yon ~ zu verstehen. 
k<:m k~l  
Das Analogon zur Funktion q~ (x) etc. 5 
oder, da x zu P teilerfremd: 
dx ~p 
oder aueh (1), 
x 
Fal3t man die inhere Summa reehts in (1) als Funktion yon ~- 
auf, dann folgt aus (1) naeh. einem bekannten Umkehrungssatze 
unmittelbar (2). 
2. Die Relationen (1)~ (2) lassen sieh naeh auf bemerkans- 
werte andere Formen bringen~ darunter soleh% deren Analogie mit 
(i')~ (2') viel deutliehe 5 als dies bei (1), (2) der Fall~ hervortritt. 
Es badeute zu diesem Zweeke [z]p~ mit beliebigem nieht 
negativem z~ die Anzahl der Zahlen < z in (P). In gewissem Sinne 
wird sieh dies als das Kor re la t  in (P) zum grS f i ten  Ganzen  
[z](= [z]l ) des nat t i r l i ehen  Zah lensystems erweisen. 
In ~thnlieher Bedeutung wie [z]~ soll unten aueh [z]y mit 
v a r i a b 1 e m~ nattirliehem y gebraueht werden: Danaeh ist im be- 
sonderen 
Man sieht leicht ein~ dal3 
ist. Anderseits folgt aas (3) (ffir f(k)=~ 1, m~---z, N~y) :  
3y 
(5') 
Nun ist die innere Summe reahts in (1) ein Spezialfall der- 
jenigen (5') ffir y ~---P~ z=- ) -  9 Demnaeh geht (1) in die fal' 
gende Formal tiber: 
[xl (x) = (d) (6) 
oder unter Bentitzung van (5): 
dz d x 
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X 
oder aueh naeh (5')~ y = x, z= ~ gesetzt: 
d x 
(6-) 
Kehrt man hingegen reehts in (1) die Summationsordnung 
um und wendet dann auf die innere Summe wieder (5') 
x (y-= x, z -=T gesetzt) an: so ergibt sieh die Formel: 
x 
6 2 
Endlieh sehreibt sieh (2) mit Rfieksieht auf (5') in folgender 
einfacher Form : 
we(d) = ix]l> (7) 
d x 
oder auch nach (5): 
d x 
Die  Ana log ie  der  Formeln  (6), (7) mit  jenen  (1'), 
(2') ist unverkennbar. Hingegen gehen (6"), (6'") far P= 1 in 
Trivialitrtten fiber. 
3. Aueh zu anderen bekannten Formeln far ~ (x) lassen sieh 
leieht Korrelate in (P) aufstellen. 
So ist naeh (7) 
U ~) (~) 
oder~ wenn man die linksseitige Doppelsumme naeh gleichwertigen 
d = x (--  1, 2, . . . ,  < n, zu P teilerfremd) ordnet, wobei ein ~0p (x) 
jeweils LxJ[~-~-~]:mal vorkommen wird: 
(F) (o) 
Hier lafit sich die Summe rechts als die Anzahl soIcher Zahlen- 
paare (y, z) in (P) deuten~ wobei jedesmal n > y > z ist. Ander- 
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seits gleieht diese Anzahl (aller Kombinationen zweiter Klasse von~ 
[n]p Elementen mit Wiederholungen)([n]~2-~-1). Danaeh hat man 
x~n 
als augenseheinliehes Analogon zur Pormel 
[nj 
(,,> 
Weiter ist nach (6) 
(P) (P) 
x<n x~<n d x 
oder~, wenn hier die Doppelsumme wieder nach gleichwertigen d~, 
geordnet wircl : 
(P) (2) (2) 
- -Z  
2 
~ ~<~ 2" (9) 
Anderseits ergibt sieh aus der Relation 
d~c 
durch seitenweise Summierang bezttglich x in (P) zwischen i und n: 
(t') (2) 
Hienach and naeh (9) wird 
(2> 
x-C~z x<:n  
8 
in Analogie mit 
A. Axer. 
- i( ['I') 
m (0~) = ~ 1 + ~ ~ (~) u . (lO') 
4. Die bisher aufgestcllten Formeln kSnnen un ffir die Herleitung 
einiger asymptotischen Gesetz% durch die der Verlauf der Funktion 
~% (x) gekennzeichnet werden soll~ den Ausgangspunkt bilden. 
Eine einfache Bemerkung sei noch vorausgeschickt. 
F~ir die Anzahl aller Zahlen ~_~ x in (P) gilt [vgl. (5)]: 
oder: 
"X X ~.,..~Jx= I..-[.] .].-(.- [~J)~, <",. 
l:liena~h ist wegen 




~imEXJ. ~(~). O-L1 -') (11') 
(x) 1 x 
2) So oft bier oder im fo]gcnden bel elnem Fl angezelgte 2 gar nicht 
existleren sollten (wie z. B. hler fiir P~ 1)~ sei I1 ~ 1 verstanden. 
dm 
fiir ~e(x) abgeleitet werden. 
In (6') ist 
Dieser Grenzwert soll aus wohlverst~ndlichem Grunde die 
D ichte  des Zah lensystems (P) genannt und mit D 2 
bezeichnet werden. 
5. Fiirs erste soll nun aus (6') eine asymptotische Hilfsformet 
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in der Folge ist nach (6') ffir jedes x in (P): 
x ~ (P)~(x x x p 
Eine ftir die hier welter anzustrebenden Zwecke hinreichende 
obere Schranke fiir den Summenwert (12) erhalt man, wenn man 
e' d - -  P ffir je ein 
quadratfreies d entweder bezw. dutch die Werte q0 (P)~ 0 oder 
bezw. durch solche 0~ Persetzt~ und zwar je nachdem das ieweils 
zugehtirige ~ (d )= 1 oder =-  1 ist; ersteres trifft aber~ sofern 
x~ 1~ 2~~ zu, letzteres ebenso oft~ wenn unter r (x) die 
Anzahl der versch iedenen in x aufgehenden Primzahlen ver- 
standen wird. Ganz analoge Wertersetzungen~ jedoch die ersterwahnte 
in den Fallen ~ (d) ----- - -  1, die letztere in solchen ~ (d) --- 1~ ergeben ffir 
den fraglichen Sammenwert eine untere Schranke. ~) Solcherart wird 
%(x) (P) p "~(x)=~)~(P).2 ~(~), [~)[ ~1~ 
oder (vgl. Nr. 4) 
r D2~(x)=Ocp(p).2 ~ (19') 
Behufs Abschatzung yon 2 ~ (~) sei zunachst unter xk (k ~--- 1, 2,... ) 
das Produkt aller ts erstea (der Gri~l~e nach abzuzithlenden) Prim- 
zahlen in (P) verstanden: xk-~-plP2...Tk. Von einem gewissen 
k = K an wird dann p~: gr~it~er als der gr(il~te Primfaktor yon P 
sein und also Pxk jedesmal alle r (P)-~-./r ersten nattirlichen Prim- 
s tiberhaupt (quadratii:ei) enthalten und es wird alsdann nach 
bekannten Si~tzen tiber Primzahlenverteilung 
l px = (1 (13) 
P~Pk 
- -  igpk (1 + % (iok)) (14) 
1) Wie grob auch diese Absch~tzung scheinen kSnnte, die hledurch gewon- 
nenen Schranken bestimmen die Grti~enordnung des Sehwankungsbereiches yon
~2 (x) __ __ r,~__~t__)~ (x), wie sich in Nr. 7 zelgen wird, mit sehr guter Ann•herung, wo 
nicht ganz geuau. 
2) Vg[:: Hadamard:  ,Sur la distribution des zdros de la fonction ~ (s) 
et ses eonsdquenees arithmdtiques ~, Bulletin de la  Soc. math. de France, 24, 1896. 
De la  Va l lde  Pouss in :  ,,Recherehes analytiques ur la thdorie des nombres 
premiers", Annales de la Soc. scientif, de Bruxelles ~20., 1896. 
8) Vgl.: De la  Va l lde  Pouss in ,  1. c. 
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sein~ wobei ~-i ( i - -  1~ 2,. . .  ) oder aueh sbier und im folgenden jedesmal 
eine GrSl~e bedeuten soll~ die gegen 0 konvergiert, wenn ihr jeweils 
angezeigtes Argument unbegrenzt w~ehst. Aus (13)~ (14) folgt abet: 
lg Pxk 
k.,--to (xk) ~---(1--~ (p~)) {lg lg Pxk--lg (1 + e~ (p~.))}" (1+ %(Pk)) -- to (P), 
was sich leicht zu 
lg xk (1 -~-~ (x~)) (15) to (x1~) ~ lg lg x~ 
absehgtzt, lqun sei zu einem beliebig vorgegebenen x ~ 1 in (P)/c 
so gew~thlt~ dal~ 
xk ~ x ~ x~+ ~ (16) 
wird; alsdann ist~ wie loicht einzusehen~ notwendig 
to (x) _< 
wobei das Gleiehheitszeiehen nut far den Fall zu gelten hat, daft 
x dem x~ oder einem Vielfaehen hievon gleieh t. In der Folge ist 
naeh (15) 
lg x~ (1 -~  (x~)), (18) (x) 
also aueh 
lgx 1) to (x) ~ ~ (1 -~- ~ (x)). (18') 
Demgem/~l~ ist in (12') 
(1 + ~ (~)) lg 2 
2~~ Iglgx . (18") 
mit Rfieksieht darauf tblgt aus (12'): 
~,(x)  - -D .~(x)~-  O\x  ~'g~ )o (19) 
x) l~x w~ehst monoton yon x -~ e* = 15, . . .  an. Nun sol k das kleinste 
k, fiir welches Xk%15 ; fiir jedes x~x/ . - fo lg t  dann (18 t) aus (18)a fortiori, 
sofern nut e (x) (fiir x ~ x~) etwa jewefi-s = ~ (xk) gesetzt (und hiemlt naeh (16) 
una (15) vulUg definiert)'wird. (Fiir aUe x ~ x~ hingegen kSnnen unter e (x) in (18'), 
(18") irgend welche entsprochend gowghlte Werte verstanden werden.) Alsdann 
gilt in (18'), (18") fiir jedes x~ alas ~x~-  ist uncl dem ihm nach (16) zugeordneten 
x k oder einem Vielfachen hlevon gle~'cht, das Gleichheltszeichen. 
Das Analogon zur Funktion ~ (x) etc. 11 
und also a tbrtiori~ unter x eine beliebige positive Konstante verstanden: 
Tp (x) - -  Dp ~ (x) = 0 " (Z (1-~u)lg ~). (19') 
Diese asymptot i sehe  H i l f s fo rmel  wird ira folgenden 
anzuwenden sein. 
6. Es soll jetzt die Art des Unendlichwerdens der q%-Funktion 
(bei unbegrenzt in (P) wachseudem Argument), bezw. sollen 
die Unbestimratheitsgrenzen ftir geeignete Quotienten yon ~p(x) 
durch entsprecheude analytisehe Funktionen untersucht werden. 
Ftir den Spezialfall P-----1 ist die entsprechende Aufgabe 
bereits durch eine Arbeit yon Landau*)  erledigt. Von den 
Grundgedanken derselben wird dis bier folgendenur Betrachtung in 
einem, nieht unwesentliehen Punkte abweichen. (Vgl. Anm. 1 
auf S. 11.) 
Zun~tchst ist wegen 
1) 
und mit Rtieksieht auf (11'): 
(2) ?,(x) <~(p)  
lira sup ~ D2; 
~=co x = P .  
anderseits ist fiir unbegrenzt waehsende Primzahien p in (P): 
(P> ~p(p) (P) [pip-- 1 
lira - -  lira - -  - -  (nach (11')) Dp; 
p----co ~o 
aus beidem folgt 
r r162 
lira sup - -  Dio (20) 
X ~ (:X:) X 
als gewttnsehte obere  Unbest immthe i tsgrenze .  
Zur Herleitung einer entspreehenden u teren Grenze beaehten 
wi 5 zunachst mit Bezugnahme auf die Funktion ~ (x), daii wenu 
xk~--plp~.. "Pk die in Nr. 5 festgelegte Bedeutung hat, 
2~Pk 
und ~lso fttr alle k oberhalb sines bestimmten K 
~(x~.) ,<~p~(1 P )  1 - I 
1) ,,Uher den Verlauf der zahlentheoretischen Funktion ~ (x)." Arehiv d. 
MuCh. u. Phys. IH. Reih% Bd. 5, 1903; S. 86--91. 
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wird. Nun ist naeh einem Satze yon M e r t e n s ~) 
II( 1) 
p<pk 1 - - -~  ~ eC lgpk  
wobei C die E u 1 e r -  M a s e h e r o n i sche Konstante bedeutet, also 
naeh (21) 
(x~) 1 § ~ (p~) 
xk ~ D~e c lgp~-  
und mit Rtteksieht auf (13): 
_ 1 + ~ (x~) 
_ _  - -  o x~ D~{lg~g(Px~)-- lg( l+~ (p~))} DY lg lg~ (22) 
Hienaeh ist 
und also jedenfalls 
lim ~ (xk) lg lg xk __ 1 (23) 
k =co xk Dp  e c' 
(P) 
l im in fT (x )  lg lgx< 1 (24) 
x=oo : x ~ Dpe c " 
Hier gilt nun in Wirkliehkeit das Gleichheitszeiehen. Um 
dies einzusehen~ denke man za einem in (P) vorgegebenen x> i 
ein xk naeh (16) bestimmt, so dag in der Folge (17) eintritt, und 
man vergleiehe dann in den beiden Produkten 
1 1]  (x)-lI - 
X ~ Iz ~Pk  
1 
- - - - .  Sofern es deren etwaige n i e h t g e m e i n s a m e Faktoren 1 10 
in (25) solehe glbt, weist jeder derselben otwendig ein p > Pk aaf 
und ist daher grtil~er, als der grN~te unter allen Faktoren v0n (25'). 
Da nun (25) naeh (17) nieht mehr Faktoren ziihlt als (25'), dabei 
aber slimtliche Faktoren hier und dort einzeln < 1 und > 0 sind~ 
so folgt aus aliedem notwendig: 
(x) > ~ (x~) (26) 
X ~ Xk  
und um so mehr yon einem x an: 
(x) lg l~ x> ~ (x~) lglgxk (26') 
X ~ Xk  
1) ,E in  Be i t rag  zur  ana ly t l schen Zah lentheor ie . "  Journa l  f. d ie  r ,  u. a .  Math .  
78 .  187d, ;  S. 53.  
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Fal3t man nun hier x als variabel in (P) und gleichzeitig xk als 
Funktion yon x [durch (16) gegeben] auf~ so ist hieraus zu folgern : 
tim inf q~ ( (e ) x) lg lg x (P> > lim inf ~ (xk) lg lgxk,  (27) 
x ~ O0 X .  ~ x ~ O0 Xk  
daher mit Rticksicht auf (23): 
(P) 
lira inf ~ (x) Ig lg x ._ 1 l) 
x ~ Opec  , (27') 
schliefilich also wegen (24): 
(P) q~ (x) lg lg x 1 
lira inf - - - - - -  (28) 
x = r162 x Ope v" 
(o> q~(x) lg lgx 
l~unmehr ergibt sich sofort auch lim inf l~ach 
x ~- r X 
(19) wird namlich 
( (1+~(x))1~ ) 
r (X)xlg lg x __ Dp ~o (X) xlg lg x _~_ 0 x lg lg 9 * . lglg x ; 
(2) 
da.nun lira O hier versehwindet~ folgt unter Berticksiehtigung yon (28) 
(-') ~o. (~) lg lg x 
lim inf - ~ e -  c (29) 
x~r X 
als verlangte untere Unbestimmtheitsgrenze. W~thrend d ie  
obere  (20) der  D ichte  yon  (P) g le iehkommt;  i s t  d iese  
untere  yon  Punabh~tng ig .  
7. Aus (19) and (28) folgt unmittelbar noch eine ftir den 
Verlauf yon ~e (x) charakteristische Tatsache. 
Nach 09) ist 
/ . (12 t- e (5:)_) lg 2\ 
da wegen (28) ftir P~ 1 jedenfalls 
1 
= o (z -1  Ig lg 
ist, folgt : 
? (x) D~ ~ 0 ~g ~ .Ig lg . (30) 
I) DioRe Ungleiehung wird in der auf S. 8, Anm. 1~ zifiorten Arboi~ mit~els 
eines asymptotisehen Kalkiils (fiir P~ 1) gowonnen (1. c., S. 90 i 91), Welcher hler 
(lurch Beri icksichtigung der Sachlage (26) erspart wlrd, 
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Es ist somit 
(P) 
_ 
d. h.: D ie  Anzah l  der  zu x in (P)  te i le r f remden Zah len  
%x ist, so fern  x se lbs t  nur  Wer te  in (P) ann immt~ 
zur  Anzah l  a l le r  nat t i r l i ehen  zu x te i le r f remden 
Zah len~xasymptot i schpropor t iona l  1) mi tderD ichte  
yon  (P) a is  P ropor t iona l i ta ts faktor .  
Wiewohl soleherart die Quotienten ~P (x) [x]px [x]e [x]p 
(x )  - -  [x ] .  ' x - -  
[vgl. (11')] mit in (P) unbegrenzt zunehmendem x dem gleiehen 
Grenzwerte Dp zustreben (was wohl yon vornherein zu vermuten 
war), ist doch nieht zu verkennen, dab d ie  Annaherung 
des  ers teren  an Dp wesent l i ch  langsamer  vor  s i ch  geht  
a ls  d ie  des  le tz t  e re  n. W~hrend ham lich x .  ( L~- -  D~) stets 
zwisehen den Sehranken i ~P (P) bleibt [vgl. (11)] 7 rficken die 
(~_,(x) De) fund umso- Unbestimmtheitsgtlenzen yon ? (x) . ~-~-- ~)
/ / % ~7 
mehr noch diejenigen yon x.(9~.-~-e)-~kxj Dp)] mit in (P) zu  o 
nehmendem x im allgemeinen ins Unendliche. Letzteres geht aus 
(19) noch nicht zwingend hervor und soll daher an dieser Stelle bewie- 
(1 + ~ (~))lg 2 (1 + ~) lg 2 
sen werden. Aber mehr noeh: w~hrend x iglgx , bezw. x lgl~ 
(mit beliebig kleinem z ~ 0) naeh (19)7 bezw. (19') nur eine obere 
(~p (x) De) abgibt, Sehr~nke far die GrSgenordnung yon ~p (x). \ -~  
stellt es sieh heraus, dal~ diese letztere allenfalls n ieht  zur  Ordnung 
(1 - -  ~) lg 2 
yon x lg~gz herabs inken  kann,  so fern  nur  P~3.  In 
anderer~ zum Teil genauerer Fassung ausgesprochen: 
So fern  P~3~ ist  ft ir  be l ieb ig  k le ines  pos i t i ves  
z e inerse i t s  
(P) ~e (x) - -  De ~ (x) __ 0 (31) 
lira o + ~) lg ~ - -  
X:C~ 
X lglgx 
1) ,,Asymptotisch proportional" werden hier zwei Funktionen f(x), g (x) der  
positiven oder auch nur in einem (P) varlierenden Gr~;ge x genannt, wenn 
lim f(x) L existlert und =t= 0 ist. (Der Sinn ist also derselbe~ wle wenn f(x) 
und Lg(x) als ~asymptotlseh gleich" bezeichnet werden.) 
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anderse i t s  aber  
(i~) q~p (x) - -  De ~ (x) lim(i~nf q)p (x) - -  Dp ~ (x) 
lim sup (1--:~)192 - -+~,  (1-.)192 c~. (32): (32') 
x~oO X lg lgx  X lg lgx  
(IcIingegen hat man ftir P~---1: 
~1 (x) - -  D 1 9 (x) = 0; 
fiir P ~--- 2 : 
%(x)__D2~(x)~__189 fitr x= 1, 
' /0 fttr (ungerade) x >=_3.) 
(31) ist unmittelbar in (19) begrtindet. Zum Beweise yon 
(32)7 (32') dagegen gentigt es~ wenn - -  ftir ein beliebiges P > 3 -  
die Existenz zweier Zahlenfolgen x' x" (i = 17 2. ) in (P)-naeli- i :  i *" 
gewiesen wird~ so dag-  bei beliebig vorgegebenem positiven N- -  




i Ig Ig x~- 
bleibt. 
(*7) - De  (x;') j N (a--~.) lg 2 <-  - -  
X ti" ~r 
i lg lg x~. 
(33)7 (33') 
d 
in der Folge 
In der Tat erhitlt man zwei derartige Zahlenfolgen 7 wenn 
man x~ ( i~  1: 2 : . . . )  einmal als das Produkt aller 2i, ein anderes 
Mal als das Produkt aller 2 i -  1 ersten Primzahlen yon der Form 
Pg - -  1 (mit wachsendem: nattirlichem y > 1) definiert. Ist solcher- 
art etwa x' ' ' . ' ~---Pl P~ 9 .Pw so wird im allge--meinen Gliede der Smnme 
(12)~ x ----- X~ gesetzt : 
,~ (g) = (---: 1)~o (~), x; ~ (--  1) ~ (~) (rood P) 7 
x; [x ; J  /1 bei geradem ~ (d)7 
[dPJ P =|P - -  1 bei ungeradem to(d), 
P 
/ 1 ~-p(~P) bei gerade~n~d), 
- - | [P- -  lie q~ (P-- 1) = 
= ~ (Pz) bei ungeradem t~ (d) 
P 
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und hienaeh.szhlieglieh : 
~p(x~)-- D.~o (x~) :  (1--~---(p P)) .2 ~ 1 - - - - - -  
=(2 - -  Dp) . 2 ~(x/). 
~ "[P).2 ~ ,(~,,)-1 
P 
(34) 
Ganz in derselben Weise erhi~lt man~ x"~ ' ' . . . ' ~ P~ P2 P~i-~ gesetzt: 
r (x:.')-- Dp ~ (x:') -~ (DP- -  2).2~ (34') 
2~(~")~ 2~(~'') kSnnen nun genau naeh dem auf 2 ~ in b~r. 5 
angewandten Modus abgeseh~,ttzt werden. Nach Siitzen tiber d ie 
Verteilung der Primzahlen in einer arithmetisehen Progression mit 
zum Anfangsgliede (hier P - -1 )  teilerfremder Differenz (hier P) 
hat man : 
r 
lg x' ----- p, P2~ ' 1) ~ lg =- - - -  (1 -]- ~1 (2;~')), (35) (P) 
P' ~ P'21 
r t , (1 (35') 
(P) lgp2~ 
danaeh wird 
(1 + q (G) ) lgx ;  
~(xi)-----(l-~-~l(P2~)){lglgx~-~-lg~(P)--lg( ' " -~'~'(P2~'))}' ' - = 
Ig x~ 
- -  lg lg x; (1 ~- ~' (x~)). 
Dies ergibt, in (34) eingesetzt: 
\ (1 +~, (xi'))lg2 
-.= - -  Dp) x i lg lg x i t 
undes  ist hienaeh: 
(~) ' - -  np~ (39i)t [1  ~ (~.+~p(xiQ)lg2 ~p ~ --  Dp) X:. lg lg xi '  (36) 
(1 - ~) lg 2 
X r" lg ig xlr 
i 
~) Vgl.: Eadamard ,  I. c. (s. S. 7~ Anm. 2); De la  Va l lde  Pouss i~ 
1. c. (s. S. 7~ Anm. 2); Deuxi~me partie. 
2) Vgl.: De la  Va l lde  Pouss in ,  1. c ,  Deuxi6me partle. 
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Genau so ergibt sieh: 
% (x'/) - -  (xT) 
(1 - -  ~) lg 2 
Da nun dabei 
lira s' (x~) ~ 0~ 
i~Cx) 
= ~)X;' lg lg xi'----"---'-W 




ist and in der Folge die GrSfien x' lsls~i' x" 1~1s~,, wie 
klein auch z (> 0) angenommen wurd% beide mit waehsendem i yon 
einer gewissen Stelle an unbegrenzt zanehmen, da ferner Dp ffir 
1 1 
P~ 3 sieher 4= -~ ist~ folgt aus (36), (36'): sofern Dp ~ ~:  die 
Bestimmbarkeit eines J zu vorgegebenem positivem Nderar b daft ftir 
alle i > J (33) und (33') eintritt. Das namliehe folgt - -  nnr naeh 
' ;' far die konstruierten Zahlen- Umtausehung der Bezeiehnungenx o x i 
1 folgen - -  im Falle Dp > ~. Hiemit ist die ausgesproehene 
Behauptnng bewiesen. 
8. Es sou des weiteren die summatorisehe Funktion 
(P) [~3 
~p(x) yon n, das Korrelat zu ~ r (x), asymptofisch ausge- 
wertet werden. 
Indem wit hiezu die Formel (10) bentitzen~ ) ersetzen wir 
darin x 
n-§ 
P x " 
auch  
was  i / l in:.  
(P) 1 ~z- - - - ,  
E - -T  x 
n z<n 
gesetzt, lelcht abzuschatzen ist. 
Monatsh. ftir Mathema~ik u. Physik,  XX I I .  ffahrg. 
1) Man kann mit gleiehem Erfolg, wiewohl ein wenig langerer Rechnung, 
direkt yon (1) ausgehen. Danach wird 
E ,~p(x)=~2~(~)~ ( )~ =2fv,(~)~ .(~).~ , 
o<0<1 
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alsdann wird 
~(~):~(p) ~,~(x) ~(P) ~(z)o~ 
(P) 0 '~ 1 + ~(P) ~ ~ (~) ;~ + 9 
2 %- 
x<n 
Hier ist die zuletzt stehende Samme -----0 (n)~ die vor- (38) 
letzte dem absoluten Betrage nach <~ x __ - - ,  also = 0 (lg n). (38') 
Hinsichtlich der drittletzten Summe gilt einerseits 
z<cc  p ~J -  
= p l  P ] )~  
anderseits ist 
(P) co  
1 
~lso zufolge bekannter Abschi~tzung der letzteren Samme: 
(P) 
,~ (x) 0 -o0~-  ; 
aus (39), (39') iblgt: 
(39') 
_'~_~(x) ~ ,~(x) 6 P~ o(n-O. (ao) 
x ~ ~.~ x 2 .~-x  7 --::2 p~l  
x << ~, x ~.  Oo n ,< x .< (X:) ' 
Hiemit erhalten wir aus (37), nach Berticksichtigung von (38), 
(38')~ (4:0), some der Beziehung 
~2(p) H p2 ~p- -1  
p2 p2__ 1 = ~ ~ (41) 
(19 
f[ir E ~71'(x) den  naehstehenden asymptot i schen  A'as- 
d ruek :  (f) 
n~ l I2 )  -- 1 ~ O (n n). (42) 
x<n p iP  
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Hieraus and aus [vgl. (11)] 
p - -1  
[~]p= n I I -77,  + o (1) (43) 
p-lp / .  
ergibt sich welter als M i t te lwer t  yon ~p(x) ffir Zah len  
x<n in (P) fo lgendes :  
(P) 
9 - -  n + 0 (1~ n) .  (44) 
x<n p ] P 
Zwisehen den Grsl3en (42)~ (44) und den analogen f~ir P-~-1 
[wohir die entsprechenden Formeln in jenen (42), (44) mitenthalten 
sind] besteht wiederum asymptotische Proportionalit~t~ mit den 
I9--1 Proportionalit~tsfaktoren I I  ~ bezw. n P p 
~,lP p l l  
9. Im Anschlul3 an (42) kSnnen genau, wie Analoges im 
Zahlensystem (1) gesehieht, folgende GriSgen asymptotisch ausge- 
wertet werden : 
a) die Wahrseheinliehkeit, dal~ zwei Zahlen, die <n und 
zu P teilerfremd sind~ zueinander teilerfremd sind; ---~ 
b) die Anzahl der positiven. Brtiehe in (P)mit  Ztthler und 
Nenner <n;  nnter ,Brtiehen m (P):~ sollen dabei rationale 
Brtiehe mit zu P teilerfremdem Z~hler und Nenner verstariden 
und stets in nieht kttrzbarer, Form gedaeht werden. 
Ad a): Die fragliehe Wahrseheinliehkeit is durch 
(P) 
2 ~ ~p (X) -- I 1) 
.c<n 
W~, (n) = -- 
2 
[nip 
gegeben2); hieffir folgt nach Ber~ieksiehtigung yon (42), (43): 
Wp (n )= ~! - I  p2 ~-0 (lg~_). (45) 
:2 11  ? )2 - -  1 
p ip  - -  
Danaeh ist weiter 
(P) 
,,=~ ~---g l, 2 -  1 = 1 -- 9 (45'). 
p 
Die besagte Wahrseheinliehkeit is  naeh (45) f{ir ein P> 2 
(wie ja zu erwarten) grSl3.er als diejenige f~ir P= 1: d. i. 
1) Vgl. z. B. (fUr P~ 1): Baehmann:  ,,Zahlentheorie." II. Tell (Leipzig 
1894); S. 429--430. 
~) Natfirlieh wlrd hier n (wle ja in vorliegender Arbeit iiberall) ~ 1, sonst 
beliebig gedacht. 
2* 
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6 o(lgnt, ~-V@ ~-~ / sofern nur n jewejls oberhalb einer entspre- 
ehenden~ yon P abh/~ngigen. Sehranke gedaeht wird. 
L~ft man P nacheinander alle quadratfreien (oder aueh Mle 
nattirliehen) Werte waehsend ureh!aufen~ so s e h w a n k t g 1 e i e h- 
ze i t ig  der  Wef t  yon  Wz,~ w:e aus (45') leieht zu folgern~ 
derart~ daf  
6 
lira inf W I, ~--- ~ (46) 
P~O0 
lira sup W~ = 1 (46') 
P~Oo 
wird  und  zudem ft~r P~2 s tets  
6 ~-i < B~ < 1 (46") 
bleibt.  
Aus 
ist mit Racksicht auf (46')~ (46")die naehstehende (tibrigens an 
sieh recht durehsiehtige) Tatsaehe zu folgern: 
Zu e iner  vorgegebenen be l ieb ig  k le inen  GrSfie 
~>0 le f t  s ieh  s te ts  (auf  unend l ieh  v ie le  Arten)  e ine 
nat i i r l i ehe  Zah l  P und  dazu e ine pos i t i ve  GrSl~e N 
derar t  angeben~ daf  die Wahrsehe in l iehke i t :  zwei  
be l ieb ige  zu P te i le r f remde Zah len  _ <n se ien  zu- 
e inander  te i le r f remd~ s ieh ft ir a l le  n~N yon der 
Gewi fhe i t  um wen iger  als ~ untersehe ide .  
Ad b): Da zu einem zl: P teilerfi'emden x>2 als Nenner 
~o~,(x) eehte Brtiche in (P) gehSren und ebensovie[e nnechte zu 
einem zu P teilerfi'emden x~ 1 a|s Z~thler~ ist die Gesamtzah! der 
unter b) bezeiehneten Brtiehe 
(1,2 
- -  n ~ -~ 0 (n lg n) (47) 
x .<,n  P l P 
Hieraus in Verbindang mit dem daselbst mitenthaltenen Werte 
fiir P ~ 1 ist zu folgern : 
D ieWahrsehe in l iehke i t~ daft in e inem rat iona len ,  
n icht  k t i r zbaren  Bruch  mit  Z~hler  and  Nenner  ~n 
d iese  be iden  zu e iner  vorgegebenen Zah l  P te i le r -  
f remd sind, betr~igt  2yT-:@" 0 9 
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10. An dieser Stelle finde noch die folgende, mit des 
v~-Funktion nur mittelbar zusammenhangende: bisher, wie es 
seheint, aueh ftir (P)~-(1) nicht aufgeworfene Frage ihre Be- 
antwortung : 
Wiev ie l  versch iedene  regu lare  Ket tenbr t iehe  1) 
g ib t  es (asymptot i seh) ,  d ie pos i t i ve  Br i i che  in (P) mi t  
Zah ler  und  Nenner  <n dars te l len?  
Es bedeute K~ (n) die-Anzahl der verschiedenen regularen Ketten- 
br~iche insgesamt ffir alle eehten, K~(n) diejenige ftir alle uneehten 
positiven Brtiehe in (P) mit Z~hlern nnd Nennern < n. 
Ein rationaler, nieht ktirzbarer Brueh mit eine~ Nenner x _> 0 
kann auf x versehiedene Arten in einen regularen Kettenbrueh e-~t- 
wiekelt werden. ~) Hienaeh wird zun~tehst [vgl. aueh Nr. 9~ ad b)] 
(P) 
K~ 0~) = ~ x % (~) - 1 (48) 
x<n 
x 
~p ~ < ~ d x 
oder, wenn in (48') die Glieder der inneren Doppelsumme nach 
den Werten yon d~ ~--- y (=  1~ 2~.. . ,  [n]~ zu P teilerfremd) geordnet 
werden : 
(P) (P) 
K~ (~) = - ~ + ~ ~ (~) ~ y ,~ (~) ~ z y 9 (4s") 
~io q ~ n ~ < n 
Anderseits ergeben die s~imtliehen: einen bestimmten Zahler 
x> 1 aufweisenden uneehten positiven Brtiehe in (P) jeweils als 
Summe all ihrer Nenner 
i x x 
y<x dp:~ y~ l ~p d x 
(P) (Px) 
somit ist K~ (n) = ~ ~ y (49) 
~=<,, .~<=~ 
(/o) 
=l  ~ gY'(g) ~'~'~  d~(d) [~] [-~g 1] (49') 
~p x<=n d x 
1) his ,,regul~ir" wird hier jeder Kettenbruch role Teilziihlern + 1 und natiir- 
l ichen Teilnennern bezeiehnet, der dutch eine Divislonenketto hervorgeht, bei 
welcher jeder Rest; absolu~ kleiner als der zugehSrige Divisor genommen wlrd. 
u)..Satz yon Vah len .  Vg].: Journal f. d. relne u. pngew. Math. Bd  115. 
1895: ,Uber N~iherungswerte and Kettenbriiche." S. 227. 
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oder, in ~ihnlicher Weise wie (48") geordnet: 
U9 (P) 
H I ' " 
=y 
Als Gesamtzahl der in der Fragestellung bezeichneten Ketten- 
brttehe folgt nach (48"), (49"): 
(P) (P) 
z g 
K / , (n )~- - - -1 -~- '~(g) '~y l . t (y ) '~  [~ j (z -~-2 - [~-@ 1]), (50) 
8p y<n z< ~ 
=y 
was nan asymptotisch auszuwerten ist. 
Zunachst hat man, ~- ----- ~- - -  a gesetzt (0__< e < 1) : 
(P) . (P) ( s , )  
:~ [~] (~+ ,~{-~ + ,i) =~x~ ~+:s (' ?~-~ ~ + ~=7 ')~) 9 ~,) 
z<-- z<- z<~ 
~y :y  =y  
Hierin sch~tz~ sich die letzte Summc zu 
~n~, ,, ,~ (n 7 
(i "r~t <i'r I + I v, I + I v~ J) 
ab; dabei soil "h ( i= l ,  2, . . . )  Met und im folgendon jeweils eine 
Grsge bedeaten, dio im allgemeinen zagleich mit den tibrigen ir~ 
Betraeht kommenden OrSl~en (hier n, y) variiert, doeh far die 
samtlichen zalKssigen Werte dieser letzteren zwisehen angebbaren 
endliehen~ voit den letzteren unabhiingigen Sehranken verbleibt. 
Fiir die vorletzte Summe in (51) gilt naeh (3): 
[;1 (P) 
z<- -  ~y  
- -  6 "~ ,u.(g). ~y ~y@l ~)-y +1 , 
81 9 
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was leicht zu 
(P) 
z<~ dp ~y 
_ 
abgesehiitzt wird. (52) unct (53) ergeben~ in (51) eingesetzt: 
(~) 
=y 
Danaeh ergibt sieh aus (50): 
p (s>) (so 
~1 ) \ .  :q <=~ y ~,~ 
(P) (P) 
oder mit Rtieksicht auf (40), (41) und auf 
(P) Pt} 





G(~) 3 ]-[p--14- n ~ 0 (n ~ lg n): (54) 
=3 7~p+1 -- 
ein, wie ersiehtlieh~ mit (47) ganz analog gobauter asymptotischer 
Ausdruck. 
Speziell ist danaeh dig Anzah l  der  verseh iedenen 
rega l i i ren  Ket tenbr t i che ,  dig t iberhaupt  ra t iona le  po- 
s i t i ve  Br f iehe mit  Zi~hlern und Nennern  <n dar- 
s te ] l  en~ ~- ~ n 3 -q- 0 (n ~ lg n). 
Der Vergleieh yon (54) und (47) lehrt s 
Von dan verseh iedenen regu laren  Ket tenbruch-  
entw iek lungen,  d ie f t i rd ie  pos i t i venBr t i che  in (P) mit 
Z i ih le rn  und Nennern  <n m0gl i ch  sind~ kommen auf  
n e inene inze lnenderar t igenBrueh imMi t te l -~- -~ O(lgn) 
Entw ick lungen.  
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Die gesonderte Behandlung der Anzahlen K~(n), K'~(n) mit 
Hilfe der Formeln (48")~ (49") in der oben auf Kp(n) angewandten 
Weise wiird% wie leieht nachzureehnen~ achstehendes rgeben: 
2 n~-V[p--1 K~(n)= ~ ~,{p.~_l--~O(n"lgn), (55') 
i n3HP- -1  K'~(n) --- --~ ~-~ + 0 (n 2 lg n). (55") 
Hieraus folgt : 
Von den regu l t t ren  Ket tenbr i i chen~ die pos i t ive  
Br i i che  in (P) mit  Zah ler  und  Iqenner  ~n dar-  
stel len~ s te l len  ~symptot i sch  zwei  Dr i t te l  echte  
Br t i che  dar~ ein Dr i t te l  uneehte .  
Ftir (P )= (1) ist tibrigens die Beziehung der Anzahlen (55')~ 
(55") zueinander ganz genau festzustellen, indem diesfalls [vgl. 
(48), (49)] E~,I 
K' (n) = E x ~ (x) - -  l, 
~lso 
wird. 
[n] (~=) _ In] 
] 1 g" (n) = '~ "~. y = y "~ x ~ (x) -27 y ,  ~) 
X~I  y -~x X =1 
K'  (n) = ~ (K"  (~,) - -  1) 
Eine fiir die asymptotische Bereehnung von Kt,(n) geeignete 
9 arithmetische Formel far K1, (n) kann man auch - -  ktirzer, als dies 
oben bei (50) der Fall war - -  dureh die folgende einfache Uber- 
legung erhalten: Zn jeder Zahl x~n in (P) als Nemmr geh~Jren 
im Ganzen [n]p~ versehiedene positive (eehte und uneehte)Brtiehe 
in (P), nttmlich ebenso viete, als in (P) zu x teilerfremde Zahlon 
n (die als Zahler fungieren sotlen) vorhanden sin& Folglich ist 
naeh dem V a h 1 e n sehen Satze 
(P) 
(56) 
1) Naeh einem elemeutaron Satze fiber die Summe der zu x (~ 1) toiler- 
fremden Zahlon <x.  
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Diese Formel kann slit Hilfe der Identitat (3) unschwer zu 
(2) n (P) 
=y 
umgeformt werden und die Abseh~tzung der lotzteren dreifachen 
Summe verl~tuft dann ganz analog zu derjenigen yon (50). 
Die beiden fiir K2 (n) erhaltenen: aul3erlich verschiedenen 
arithmetischen Ausdrtick% u. zw. einerseits (48) plus (49): a;nder- 
seits (56): s im Spezialfalle P = 1 zur bemerkenswerten Re- 
lation 
3 ~ 1 [~] 
X: I  Z~I  
oder 
[n] 
